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Аннотация.
Рассмотрена проблема построения управляющего воздействия в задаче медикаментозного подавления роста 
опухоли. Синтез управления осуществлен с помощью метода линеаризации нелинейной системы обратной свя-
зью по состоянию. В результате исследования получен закон управления, обеспечивающий системе локальную 
устойчивость, что в физическом смысле означает прекращение роста опухоли. Адекватность модели роста 
опухоли достигается с помощью ее построения алгоритмом самоорганизации с резервированием трендов. Ли-
нейные тренды применяются в законе управления, а нелинейные самоорганизующиеся модели использованы для 
проверки результата лечения. Результаты математического моделирования подтвердили эффективность по-
лученных решений.

Ключевые слова: лечение рака, модель роста опухоли, линеаризация обратной связью по состоянию; управле-
ние; нелинейные модели, линейные тренды, алгоритм самоорганизации.
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Abstract.
Here we describe building a control impact intended to medically suppress tumor growth. The synthesis of control has 
been carried out using the method of linearization of a nonlinear system with state feedback. As a result of the study, a 
control law was obtained that provides the system with local stability, which translates into cessation of tumor growth 
in physical sense. The adequacy of the tumor growth model is achieved by constructing it using a self-organization 
algorithm with trend reservation. Linear trends are applied in the control law, while non-linear self-organizing models 
are used to test the treatment outcome. The results of mathematical modeling confirmed the effectiveness of the 
solutions obtained.
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В настоящее время по данным ВОЗ рак явля-
ется второй из основных причин смерти в мире 
[1]. Разработка эффективного метода лечения 
рака — одна из наиболее актуальных задач для 
медицинского сообщества. Одной из развиваю-
щихся методик, представляющих большой инте-
рес, является молекулярно-таргетная терапия, 
которая позволяет блокировать рост раковых 
клеток при помощи воздействия на таргетные 
(целевые) молекулы и в отличие от других ме-
тодов лечения (химиотерапии, радиотерапии и 
т.д.) вызывает меньшее побочное влияние на 
нормальные клетки. 

По результатам изучения литературных ис-
точников была выбрана математическая модель 
[2; 3], описывающая воздействие ангиогенных 
ингибиторов на динамику роста опухоли (карци-
нома легких Льюис),

  	  	 	               (1)

где: x1— объём опухоли, мм3; x2— объём сосудис-
того русла, мм3; u — концентрация ингибитора,

; λ = 0,192 день-1, b = 0,585 день-1, 

d = 0,00873 день-1 * мм-2 — коэффициен-
ты для карциномы легких Льюис; параметр 
для эндогенного ингибитора (эндостатина) 
е = 0,66 день-1  *  (мм/кг)-1.

Выбранная система является нелинейной, а 
значит получение аналитического решения на-
прямую не представляется возможным. Чтобы 
получить закон управления для рассматривае-
мого объекта, необходимо линеаризовать не-
линейную систему, выбрать функционал качес-
тва, провести синтез нелинейного управления 
с использованием линеаризованной модели и 
далее перейти от линеаризованной системы к 
нелинейной. 

При использовании нелинейных моделей 
возникает проблема адекватности модели и 
исследуемого процесса. Для решения этой про-
блемы используются различные методы пост-
роения моделей на основе проведенных изме-
рений реального процесса. Известные методы 

позволяют строить модели различного уровня 
подробности и точности. Выбор конкретного 
метода построения модели исследуемого про-
цесса представляет собой сложную задачу, так 
как необходимо учитывать требуемую точность 
модели, ее форму, определяющую возможность 
дальнейшего использования. 

     
Методы построения моделей

Линейные тренды. Линии тренда достаточ-
но часто используются в задачах прогнозирова-
ния. С помощью регрессионного анализа мож-
но продолжить линию тренда вперед или назад, 
экстраполировать ее за пределы, в которых дан-
ные уже известны, и показать тенденцию их из-
менения. Можно также построить линию сколь-
зящего среднего, которая сглаживает случайные 
флуктуации, яснее демонстрирует модель и про-
слеживает тенденцию изменения данных.

Линейные тренды отличаются простотой ре-
ализации и позволяют определить тенденцию 
изменения исследуемого процесса за минималь-
ный интервал времени. Такие тренды можно ис-
пользовать для прогноза с использованием ко-
ротких измерительных выборок. Классические 
тренды имеют невысокую точность.

Подход самоорганизации. Подход самоор-
ганизации [4] может быть использован в услови-
ях минимального объема априорной информа-
ции, а также без учета некоторых существенных 
факторов. Использование подхода самооргани-
зации возможно в условиях превышения в не-
сколько раз помех по сравнению с полезным 
сигналом.

Возможность прогнозирования без учета не-
которых определяющих факторов объясняется 
тем, что в сложных системах факторы коррели-
рованы между собой, следовательно измерение 
одного фактора содержит информацию о других 
факторах, связанных с измеряемым.

Методологической основой использования 
подхода самоорганизации для прогнозирова-
ния, а именно для построения моделей, явля-
ется допущение о том, что исчерпывающая 
информация, характеризующая динамику ис-
следуемого объекта, содержится в измерениях 
(таблице наблюдений, выборке данных) и в ан-
самбле критериев селекции моделей.

Итак, подход самоорганизации позволя-
ет построить математическую модель без 
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априорного указания закономерностей исследу-
емого объекта.

Разработчик математической модели должен 
задать ансамбль критериев селекции (критери-
ев самоорганизации, выбора модели), а матема-
тическая модель оптимальной сложности выби-
рается уже автоматически.

Адекватность выбранной математической 
модели определяется по минимуму критериев 
селекции. Удачно выбранные критерии селек-
ции позволяют исключить лишние, случайные и 
неинформативные переменные состояния, оп-
ределить их связи оптимальным образом. «Если, 
согласно Лейбницу, половина искусства изобре-
тателя состоит в постепенном повышении слож-
ности комбинаций (или в построении генера-
тора предложений), то можно утверждать, что 
вторая половина состоит в выборе критериев 
самоорганизации» [4].

При синтезе алгоритмов экстраполяции на-
иболее известны следующие критерии селекции 
моделей: критерий регулярности, критерий ми-
нимума смещения модели, критерий баланса, 
а также менее популярные критерии простоты 
модели, разнообразия аргументов, информаци-
онный и так далее. Каждый из перечисленных 
критериев имеет существенные недостатки. 
Так, критерий минимума смещения, который 
требует совпадение моделей, полученных на 
различных выборках, может выявить одинако-
вые неоптимальные модели. Критерий баланса 
заключается в выборе той модели, у которой 
ярче прослеживаются закономерности, выяв-
ленные в процессе наблюдения. Как правило, на 
определенном интервале времени множество 
моделей соответствуют заранее определенной 
закономерности. Этот критерий, так же как и 
уже упомянутый критерий минимума смещения, 
приводит к многозначности выбора модели.

Ансамбль критериев селекции делает выбор 
модели однозначным. 

Таким образом, алгоритмы самоорганизации 
позволяют построить высокоточные нелиней-
ные модели исследуемых процессов. Эти модели 
целесообразно использовать для прогнозиро-
вания процесса изменения состояния опухоли, 
а также для контроля текущего состояния при 
обработке измерений с помощью нелинейного 
фильтра Калмана с самоорганизующейся моде-
лью оцениваемого процесса [5]. Для управления 

процессом лечения использовать такие сложные 
нелинейные модели не всегда возможно, так 
как сложно обеспечить устойчивость системы. 
Особенно большие сложности возникают при 
использовании в законе управления модели, ко-
торая представляет собой комбинацию базисных 
функций. Поэтому для синтеза закона управле-
ния необходимо использовать специальные при-
емы, обеспечивающие устойчивость системы [6].

Синтез управления. Модели, рассматривае-
мые в теории автоматического управления, по 
структуре могут быть линейными, когда модель 
объекта представляет собой систему линейных 
уравнений, и нелинейными. В первом случае 
решение найти достаточно просто с исполь-
зованием известных прямых и итерационных 
методов решения. На практике ситуация обсто-
ит сложнее, так как модели реальных систем 
являются системами нелинейных уравнений. 
Они имеют ряд отличий от линейных систем, 
которые существенно влияют на процесс поис-
ка решений и усложняют его. Некоторые мате-
матические модели нелинейных систем могут 
быть представлены в виде линейных систем с 
нелинейной обратной связью, то есть может 
быть произведено соответствующее коорди-
натное преобразование исходной динамичес-
кой модели. Для линейных систем существует 
удобный и достаточно простой математический 
аппарат, позволяющий проводить синтез уп-
равлений, а для некоторых нелинейных систем 
он применим ограниченно либо неприменим 
вовсе. Известный метод преобразования нели-
нейной модели системы в нелинейную модель 
с линейной структурой основан на SDC-пред-
ставлении модели [6]. Этот подход имеет доста-
точно много практических приложений, однако 
его особенностью является наличие серьёзного 
ограничения. Применять его можно только для 
ограниченного класса систем, представимых с 
помощью SDC-метода. 

Существует несколько методов синтеза уп-
равляющих воздействий для нелинейных сис-
тем. А.М. Ляпунов первым разработал алгоритм 
исследования нелинейных систем по их линей-
ному приближению. Метод линеаризации состо-
ит в том, что проводится разложение нелиней-
ной функции в окрестности некоторой точки, 
определяющей заданный режим, в ряд Тейлора, 
и отбрасываются нелинейные члены. При этом 
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устойчивость нелинейной системы определяет-
ся по расположению корней характеристичес-
кого уравнения линеаризованной системы. При 
применении такого алгоритма поиска решений 
получается замена исходной нелинейной моде-
ли на приближенную линейную модель, что вле-
чет за собой некоторые недостатки: 
1.	 Качество системы и её устойчивость гаран-

тируются лишь в малой окрестности точки 
разложения, размеры самой окрестности не-
известны. При больших отклонениях система 
может быть неустойчивой. 

2.	 В случае если заданный режим зависит от вре-
мени, то линеаризованная модель становится 
нестационарной, таким образом: получается 
несущественное упрощение вычислений. 

3.	 При применении такого типа линеаризации 
можно получать только линейные законы уп-
равления, которые не всегда способны обес-
печить системе требуемое качество.
При решении ряда «критических» задач, ког-

да согласно одной из теорем Ляпунова об устой-
чивости по первому приближению в зависимос-
ти от выбора членов высших порядков можно 
получить как устойчивость, так и неустойчи-
вость, рассмотрения первого приближения не-
достаточно [6]. 

Ввиду некоторых особенностей указанного 
метода в настоящее время всё больше разви-
вается другой метод представления нелиней-
ных систем, а именно, линеаризации обратной 
связью. Стоит отметить, что в отличие от ме-
тода линеаризации с помощью разложения в 
ряд Тейлора, линеаризация обратной связью 
является не приближенным, а эквивалентным 
преобразованием. Значит, получаемая лине-
аризованная система эквивалентна исходной 
нелинейной системе. При этом происходит за-
мена управления исходной системы на новое, 
а функция преобразования включает в себя как 
новое управление, так и вектор состояния, сле-
довательно, происходит замыкание обратной 
связью [6]. Далее выполняют проверку коррек-
тности работы полученного закона управления 
для исходной системы путём математического 
моделирования.

Различают два основных метода линеариза-
ции обратной связью: линеаризация обратной 
связью по состоянию и линеаризация обратной 
связью по выходу. Именно метод линеаризации 

обратной связью по состоянию будет использо-
ваться в данной статье. 

Запишем систему в общем виде:

			    	              (2)

при этом

	  ;

 ;

 .

Здесь x1 — объем опухоли; x2 — объем сосу-
дистого русла.

Рассматриваемая нелинейная система урав-
нений может быть линеаризована обратной 
связью около положения равновесия тогда и 
только тогда, когда распределение векторного 
поля Di определяется как

	
и выполняются следующие условия: размер-
ность 

			    ,

а распределение Dn-1 является инволютивным 
около точки x0.

Для рассматриваемой системы i = 2, тогда 
первое условие (о размерности) выглядит как:

		   ;
 			 
		  	 (3)
 
			 
		   

Детерминант равен нулю, если величина x1 
или x2 равна нулю. Если х1 = 0, то это означает, 
что опухоль отсутствует и лечение не требуется. 
Если х2 =  0 то рост эндотелия в опухоли отсутс-
твует, управление не требуется. Если х1, х2 ≠ 0, то 
система управляема [6]. 
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Второе условие (о распределении) так же вы-
полняется, распределение D1 = span {g(x)} — ин-
волютивное, если скобки Ли [g(x), g(x)] = 0 ∈ D1, то

 (4)

Значит, система уравнений является линеа-
ризуемой обратной связью.

Управление для исходной системы уравне-
ний задано в виде

		   	 (5)

Как было указано ранее, система имеет отно-
сительную степень r в точке x0, если;

1) , , в окрестности x0 и 
;

2) .

Тогда в рассматриваемом случае

	

(6)

Полученный результат означает, что отно-
сительная степень измеряемого выхода равна 
порядку системы. Значит, линеаризация сущест-
вует и может быть выполнена в следующем виде

 

 (7)

Запишем систему дифференциальных урав-
нений в координатах , :

	
		

	    	

	   	 (8)

Выберем квадратичный функционал качест-
ва в виде

 ,;	 (9)

; R, Q — матрицы штрафа функциона-
ла.

Закон управления обратной связи: 

 
	

(10)

Управление v(t) задается в виде

 			   .	 (11)

Введем обозначение:

 .

Закон управления:

 			   	 (12)

Пусть матрицы штрафа равны R = 1 и .

Используя программную среду MATLAB и мо-
дель [2; 3], получим K = [1  2,6458].

Тогда закон управления запишется в виде

 		       	 (13)

Найдем управление для исходной системы: 
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	 	 (14)

Математическое моделирование. Для 
оценки эффективности полученного решения 
был выполнен ряд компьютерных эксперимен-
тов, моделирующих рассматриваемые процес-
сы. Синтезированное управление является не-
линейным, обеспечивает исходной системе ус-
тойчивость.

Управление, полученное в ходе вы-
числений при начальных условиях 
x1 = 1000 мм3, x2 = 1000 мм3, обеспечивает за 
рассматриваемый промежуток времени t, пос-
тепенный переход величин x1, x2 к практически 
нулевому значению. 

 В реальных условиях эти приближения явля-
ются чрезвычайно жесткими, поэтому получен-
ное управление используется как базовое для 
реализации процесса лечения. 

Пусть уравнение вектора состояния имеет 
вид

			   xk = Фk, k-1 (xk-1) + wk,	 (15)

где xk  — вектор состояния; Фk, k-1 (xk-1) — матрица 
нелинейной модели системы.

Часть вектора состояния измеряется:

			   zk = Hkxk + vk,	 (16)

где zk — вектор измерений; Hk — матрица изме-
рений; wk и vk — дискретные аналоги гауссовского 
белого шума с нулевыми математическими ожи-
даниями и матрицами ковариаций Qk и Rk , соот-
ветственно, некоррелированные между собой.

В условиях стохастической неопределеннос-
ти для построения модели исследуемого процес-
са предложено использовать алгоритм самоор-
ганизации с резервированием трендов. Тренды 
в дальнейшем будут использованы в законе уп-
равления.

Алгоритм с резервированием трендов. 
При построении прогнозирующих моделей ме-
тодом самоорганизации предлагается проводить 
резервирование трендов. Такая модификация ал-
горитма самоорганизации обусловлена тем, что 

если в процессе построения модели появляются 
существенные изменения условий функциони-
рования объекта, то время получения модели 
оптимальной сложности увеличивается, а объем 
вычислений возрастает. Когда изменения среды 
появляются на завершающем этапе формиро-
вания модели, то есть модель сложна и близка к 
последнему ряду селекции, то для получения мо-
дели оптимальной сложности требуются значи-
тельные вычислительные затраты. Модель при-
ходится строить практически заново.

При резервировании трендов модели вместо 
того, чтобы строить модель заново, появляет-
ся возможность использовать их, что сократит 
объем вычислений и, соответственно, время, 
необходимое для получения модели оптималь-
ной сложности. Другим преимуществом такой 
модификации алгоритма самоорганизации яв-
ляется возможность повысить степень управля-
емости модели динамического объекта.

Зарезервированные тренды запоминаются и 
используются при усложнении модели на более 
поздних рядах селекции. Например, если исход-
ный базис содержит линейную и гармоническую 
функции, на первых рядах селекции модели ис-
пользуется их комбинация. Если при скрещива-
нии моделей наиболее эффективной становится 
гармоническая функция, так как исследуемый 
процесс имеет явно синусоидальный характер, 
то в дальнейшем используется только гармо-
ническая функция, которая становится домини-
рующей в процессе построения модели. В про-
цессе обновления измерительной выборки, на 
которой строится модель, характер исследуемого 
процесса может существенно измениться. При 
этом на точность построения модели будет вли-
ять эффект старения измерений и эффект инбри-
динга. Резервирование трендов позволяет сни-
зить влияние этих эффектов, а резервирование 
трендов с высокой степенью управляемости и ис-
пользование их в процессе селекции позволяет 
строить простые модели, которые в дальнейшем 
могут быть использованы для эффективного уп-
равления динамическими объектами. На рис. 1 
представлена функциональная схема алгоритма 
самоорганизации с резервированием трендов.

Измерительная выборка формируется на ос-
нове данных мониторинга размера опухоли. На 
первом этапе построения модели осуществляет-
ся сравнение используемых базисных функций с 
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измерительной выборкой. С помощью ансамбля 
критериев селекции отбираются наиболее близ-
кие к измерительной выборке базисные функ-
ции, которые становятся моделями-претенден-
тами и используются для дальнейшей селекции.

В соответствии с принципом Габора [4] на 
каждый следующий ряд селекции поступают 
несколько моделей-претендентов. В блоке С 
происходит усложнение моделей, например, 
путем попарного скрещивания. Скрещивание 
моделей осуществляется путем алгебраическо-
го сложения и вычитания, а также умножения и 
деления. Усложненные модели являются комби-
нациями базисных функций. После усложнения 
модели вновь поступают в АКС для селекции. На 
каждом ряду селекции в алгоритме самоорга-
низации происходит резервирование трендов. 
Тренды отбираются с помощью критерия про-
стоты модели [4], который включен в ансамбль 
критериев селекции. Тренды с каждого ряда се-
лекции поступают в блок БФ, где формируется 
результирующий тренд. Этот тренд использует-
ся в системе управления для выработки закона 
управления.

 Полученная на выходе алгоритма самоор-
ганизации модель оптимальной сложности ис-
пользуется в блоке П для получения прогнозных 
значений размера опухоли.

 Линейные тренды определяются двумя точ-
ками, которые выбираются следующими спосо-
бами.

 Тренд, построенный по точкам выборки, вы-
ражается в виде:

			     	 (17)

Рисунок 1 — Функциональная схема системы управления процессом лечения 
опухоли. ψ — базисные функции, z — измерительная выборка, АКС — ансамбль 

критериев селекции, С — способ скрещивания моделей, П — блок прогноза,  
БФ — блок формирования тренда, СУ — система управления,  

u — управляющий сигнал, З — опухоль.

где  — прогнозируемая величина,  ,  — па-
раметры тренда, являющиеся  крутизной и конс-
тантой тренда соответственно, i — обозначает мо-
мент времени, в который используется данная мо-
дель для получения прогнозируемой величины.

Линейный тренд, построенный на основе 
осредненных значений выборки с выбранными 
опорными точками a1, b1, выражается в виде:

			   	  (18)

где  — прогнозируемая величина,  ,  — па-
раметры тренда, являющиеся  крутизной и 
константой, a1, b1 — координаты опорных точек, 
i — обозначает момент времени, в который  
используется данная модель для получения 
прогнозируемой величины.

Метод самоорганизации позволяет уточнять 
линейный тренд. Уточнение тренда проводится 
за счет его усложнения с помощью нелинейной 
части. Нелинейная часть модели строится мето-
дом самоорганизации. Известный алгоритм мо-
дифицированных трендов имеет вид [7]:

 
			   	 (19)

где  — прогноз переменной состояния интел-
лектуальной системы динамического объекта;  

  —  функция, характеризующая крутизну трен-
да. Посредством коэффициента крутизны тренда 
определяется тенденция происходящих измене-
ний переменной состояния. Использование вмес-
то коэффициента функции позволяет уточнить ха-
рактер происходящих изменений. Функции выби-
раются из стандартного набора базисных функций.
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Прогнозирующая модель в классическом ал-
горитме самоорганизации имеет вид:

		         	 (20)

здесь L — число базисных функций;  — базис-
ные функции из параметризованного множест-
ва ; , набор базисных 
функций. Каждая базисная функция определяет-
ся в соответствии с двухмерным вектором пара-
метров , где  — амплитуда,  — частота.

Для получения конкретной модели разме-
ра опухоли использованы реальные измери-
тельные выборки состояния опухолей пациен-
тов в больнице г. Нанкин КНР, полученные в 
2016   году в рамках Проекта 111 КНР. Размеры 
опухолей регистрировались и зафиксированы в 
медицинских карточках пациентов.

В результате обработки данных алгоритмом 
самоорганизации с резервированием трендов 
получены следующие уравнения переменных 
состояния:

       (21)

Где   ;

Рассчитаны значения для первых пяти моде-
лей. Остальные значения рассчитываются ана-
логично

	 	 (22)

На рис. 2 представлены результаты модели-
рования изменения размеров опухоли без ре-
гулирования и с применением разработанного 
алгоритма управления.

Рисунок 2 — Изменение размеров опухоли при проведении лечения и без лечения. 
Под цифрой 1 представлено изменение опухоли без регулирования (без лечения). 
Под цифрой 2 представлен размер опухоли, который поддерживается при помощи 

разработанного алгоритма управления.
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Обсуждение результатов. Полученные ре-
зультаты при использовании управления можно 
интерпретировать следующим образом. В физи-
ческом смысле это означает, что под действием 
эндогененного ингибитора рост сосудистого 
русла и опухоли прекращается. 

Исходя из графика переходных процессов 
(Рис. 2), можно сделать вывод, что убывание зна-
чений параметров x1, x2 может быть достигнуто 
при некотором постоянном значении u. Данный 
результат можно интерпретировать следующим 
образом: объёмы опухоли x1 и сосудистого русла 
x2  снижаются практически до нуля при система-
тическом введении определенного количества 
эндостатина в ходе применения молекулярно-
таргетной терапии.

Полученные результаты свидетельствуют 
о том, что синтезируемый регулятор способен 
обеспечить эффективное решение исходной за-
дачи в рамках используемых приближений.

 Решена задача синтеза управления для ли-
нейной системы, описывающей воздействие 
ангиогенных ингибиторов на динамику роста 
опухоли, с помощью метода линеаризации сис-
темы обратной связью по состоянию. Получен-
ные результаты показывают, что синтезирован-
ный регулятор способен обеспечить остановку 
развития патологического процесса в пределах 
допускаемых приближений. 

При моделировании по данным лаборатор-
ного эксперимента на рис. 2 график 1 получен 
у пациента с лекарственной непереносимостью. 
Начальный размер опухоли на графиках 1 и 2 
практически не отличается, что обусловлено мо-
ментом обнаружения болезни у пациентов на 
начальной стадии. Некоторая колебательность 
процесса изменения опухоли объясняется пог-
решностями проведенных измерений. График 2 
получен при использовании управления на ос-
нове самоорганизующегося тренда.

Управление процессом доставки медикаментов 
к опухоли позволяет существенно уменьшить ее 
размер, то есть подтверждает эффективность пред-
ложенного решения проблемы. Естественно, такой 
эффект достигается при правильном определении 
рабочего медицинского препарата. Использована 
простая схема лечения: воздействие постоянной 
дозой препарата на всем интервале лечения. При-
менение более сложной схемы лечения несколько 
усложнит синтез алгоритма управления, но не вы-
зовет принципиальных проблем. Например, при 
использовании переменной дозы препарата осу-
ществляется разбиение интервала лечения на по-
дынтервалы, на которых доза препарата постоянна 
и синтез управления проводится для каждого по-
дынтервала. В этом случае на всем интервале лече-
ния применяется релейное управление, состоящее 
из последовательности найденных управлений.
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